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Hint 1

Дробно-линейные рекуррентные уравнения. Рассмотрим рекуррентное уравнение
вида

x(n) =
ax(n − 1) + b

cx(n − 1) + d
.

Такое уравнение называется дробно-линейным (потому что это дробь, числитель и знаме-
натель которой — линейные функции).

Для решения дробно-линейных рекуррентных уравнений используется следующий алго-
ритм:

1. поиск неподвижных точек x1, x2;

2. замена X(n) = x(n)−x1

x(n)−x2
при x1 ̸= x2;

3. рекуррентное уравнение преобразуется к виду X(n) = λX(n − 1), где λ может быть
выражена как λ = a−cx1

a−cx2
;

4. решением рекуррентного уравнения вида X(n) = λX(n − 1) является

X(n) = X(1)λn−1.

Рассмотрим алгоритм на простом примере x(1) = 0, a = 1, b = 2, c = 2, d = 1:

x(n) =
1x(n − 1) + 2

2x(n − 1) + 1
.

Для неподвижных точек:

x1,2 =
x1,2 + 2

2x1,2 + 1
⇒ x1,2 = ±1.

Тогда X(n) = x(n)−1
x(n)+1

. Воспользуемся x(n) = 1x(n−1)+2
2x(n−1)+1

и получим:

X(n) =

1x(n−1)+2
2x(n−1)+1

− 1

1x(n−1)+2
2x(n−1)+1

+ 1
=

1 − x(n − 1)

3x(n − 1) + 3
= −1

3

x(n − 1) − 1

x(n − 1) + 1
= −1

3
X(n − 1).

Поскольку X(1) = x1

x2
= −1, то X(n) = −1

(
−1

3

)n−1. Воспользуемся обратной заменой
x = −X+1

X−1
и получим:

x(n) = −
(
−1

3

)n−1 − 1(
−1

3

)n−1
+ 1

.
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Неоднородныелинейныерекуррентныеуравнения.Рассмотримрекуррентное
уравнениевида

ax(n+2)+bx(n+1)+cx(n)=D(n).

Такоеуравнениеназываетсянеоднороднымлинейнымрекуррентнымуравнениемвторого
порядка.Егорешениеможнонайтиввиде:

x(n)=Aλ
n−1
1+Bλ

n−1
2

︸︷︷︸ xо(n)

+xч(n),

гдеxо(n)являетсярешениемоднородногорекуррентногоуравнения,аxч—любымреше-
ниемнеоднородного.Такимобразомдляпоискарешенияможносформулироватьследу-
ющийалгоритм:

1.Решитьуравнениеaλ
2
+bλ+c=0.Корниэтогоуравнениявдальнейшемможно

будетподставитьвобщеерешение.
2.Угадатьоднорешениеуравненияax(n+2)+bx(n+1)+cx(n)=D(n).Припосто-

яннойD(n)=Dнесложнопридуматьxч=D/(a+b+c).
3.ИзграничныхусловийнайтиконстантыAиB.

Рассмотрималгоритмнаследующемпримере:

2x(n+2)−5x(n+1)+2x(n)=−1,сграничнымиусловиямиx(1)=0,x(100)=1.

Найдёмλ:
2λ

2
−5λ+2=0⇒λ1=2,λ2=

1

2
.

Угадаемxч=1.Всамомделе:
2−5+2=−1.

Такимобразом,решениемданногоуравнениябудетлюбаяфункциявида:

x(n)=A·(2)
n−1

+B·(1

2

)n−1

+1.

КонстантыAиBнайдёмизграничныхусловий:
{A+B+1=0,изусловияx(1)=0

A·2
99

+
B
299+1=1,изусловияx(100)=1.

Откуда:{B=−A·2
99+99

,

A(1−2
198

)=−1.

Окончательнополучаем:

x(n)=
1

2198−1
·(2)

n−1
−

2
198

2198−1
·(1

2

)n−1

+1.
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