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Hint 2

ÂÀÆÍÎ! Çàäà÷à ÿâëÿåòñÿ îäíîâðåìåííî è õèíòîì, è àëüòåðíàòèâîé ê îñíîâíîé çàäà÷å.
Òðè âàæíûõ ìîìåíòà:

1. Âû ìîæåòå ïðîäîëæàòü ïðèñûëàòü ðåøåíèå îñíîâíîé çàäà÷è.

2. Â ëþáîé ìîìåíò äî ôèíàëüíîãî äåäëàéíà âû ìîæåòå ïåðåéòè íà ðåøåíèå àëüòåð-
íàòèâíîé çàäà÷è. Åñëè âû ýòî äåëàåòå, òî â ñàìîì íà÷àëå ðåøåíèÿ íàïèøèòå: ß
ïåðåõîæó íà ðåøåíèå àëüòåðíàòèâíîé çàäà÷è! Â ýòîì ñëó÷àå Øòðàôíîé êîýôôè-
öèåíò çà àëüòåðíàòèâíóþ çàäà÷ó áóäåò ðàâåí

0,7 ·
∑
i

ki · pi
10

,

ãäå pi � áàëë çà ïóíêò, à ki � øòðàôíîé êîýôôèöèåíò çà ñîîòâåòñòâóþùèé ïóíêò
íà ìîìåíò ïåðåõîäà íà Àëüòåðíàòèâíóþ çàäà÷ó. Äðóãèìè ñëîâàìè, ìàêñèìàëüíûé
áàëë çà àëüòåðíàòèâíóþ çàäà÷ó ðàâåí ìàêñèìàëüíîìó áàëëó, êîòîðûé âû ìîæåòå
ïîëó÷èòü â ìîìåíò ïåðåõîäà íà íåå, óìíîæåííîìó íà 0,7. Çàìåòèì, ÷òî øòðàôíîé
êîýôôèöèåíò íå ìîæåò áûòü ìåíüøå 0,1. Òàêæå íàïîìèíàåì, ÷òî ðåøåíèÿ îñíîâíîé
çàäà÷è ñ ýòîãî ìîìåíòà íå ïðîâåðÿþòñÿ. Áóäüòå âíèìàòåëüíûìè!

3. Çàäà÷à ñîñòîèò èç íåñêîëüêèõ ïóíêòîâ. Øòðàôíîé ìíîæèòåëü, çàðàáîòàííûé äî

ýòîãî ïðèìåíÿåòñÿ êî âñåì ïóíêòàì. Â äàëüíåéøåì êàæäûé ïóíêò îöåíèâàåòñÿ êàê
îòäåëüíàÿ çàäà÷à. Åñëè âû ïðèñûëàåòå ðåøåíèå áåç êàêîãî-ëèáî ïóíêòà, òî åãî ðå-
øåíèå ñ÷èòàåòñÿ Incorrect. Áîëåå ïîäðîáíî î íà÷èñëåíèè áàëëîâ äëÿ ñîñòàâíûõ çàäà÷
ñìîòðèòå â Ïðàâèëàõ ïðîâåäåíèÿ Êóáêà. Ñ ìîìåíòà ïåðåõîäà íà àëüòåðíàòèâ-

íóþ ïîäáîðêó âîçìîæíîñòè âåðíóòüñÿ ê ðåøåíèþ îñíîâíîé çàäà÷è íåò.

Òàêæå, ïîñëå ïåðåõîäà íà àëüòåðíàòèâíóþ çàäà÷ó áàëëû çà îñíîâíóþ çàäà÷ó îá-

íóëÿþòñÿ.
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Àëüòåðíàòèâíàÿ çàäà÷à

Êàçàëîñü, ÷òî ýòî ìåñòî áûëî ñîçäàíî äëÿ Ñêðûòîãî. Îí äîñòàë èç ñâîåé ïîõîäíîé ñóìêè
áëåñòÿùóþ ôëÿãó, ñäåëàë íåáîëüøîé ãëîòîê è ïî÷óâñòâîâàë òåðïêèé è ïðèÿòíûé âêóñ
âî ðòó. Âå÷åðíèé áðèç êàñàëñÿ ëèöà Ñêðûòîãî, à òèøèíà, êàçàëîñü, ëåãëà íà ýòîò Ãîðîä
óáàþêèâàþùèì êóïîëîì.

Îòêèíóâ êàïþøîí òîëüêî ÷òî êóïëåííîãî áàëàõîíà, îí øåë ïî ïóñòûííûì óëèöàì, æàëåÿ,
÷òî âîêðóã íå áûëî ïðèâû÷íîé äëÿ íåãî òîëïû ëþäåé, â êîòîðîé âñåãäà ìîæíî ëåãêî ðàñ-
òâîðèòüñÿ. Ñêðûòûé òî÷íî çíàë ñêîëüêî âðåìåíè ïðîøëî ñ ìîìåíòà åãî ïðèáûòèÿ â Ãîðîä.
Îí îòêèíóë êðûøêó áðåãåòîâ, ÷òîáû óáåäèòüñÿ, ÷òî îí òî÷íî áóäåò âîâðåìÿ â íàçíà÷åí-
íîì ìåñòå. ×àñû áûëè ñàìîé íîâîé ìîäåëè ñî âñòðîåííûì êîìïàñîì (à åùå áàðîìåòðîì è
ìíîæåñòâîì äðóãèõ ïðèáîðîâ).

Ñâåðèâ íàïðàâëåíèå, îí äâèíóëñÿ â ñòîðîíó ïðîñïåêòà è óâèäåë âûñîêîå êðàñèâîå çäà-
íèå, èîíè÷åñêèå êîëîííû êîòîðîãî ïîäïèðàëè òåñîâóþ êðûøó ñ èíòåðåñíûì áàðåëüåôîì
íàâåðõó. Ñêðûòûé ïîäîøåë ê òÿæåëîé äâåðè è ñ íåêîòîðûì óñèëèåì òîëêíóë åå, ÷òîáû
âîéòè âíóòðü.

Çäåñü áûëî íà óäèâëåíèå òåïëî, õîòÿ êàçàëîñü, ÷òî êàìåííûå ñòåíû äîëæíû äàâàòü ïðî-
õëàäó. Ñêðûòûé ïðîøåë â öåíòð áîëüøîãî çàëà, âäîëü ëåâîé ñòåíû êîòîðîãî áûëè âûñîêèå
øêàôû, óõîäÿùèå ïîä ïîòîëîê, çàïîëíåííûå êíèãàìè â çåëåíûõ ïåðåïëåòàõ, óêðàøåííûõ
çîëîòûì òèñíåíèåì, à ñïðàâà âèñåëè êðàñèâûå ãîáåëåíû ñ èçîáðàæåíèåì ñïÿùèõ ëüâîâ,
ïàñóùèõñÿ áûêîâ è ïàðÿùèõ â íåáå ïòèö. Ñêðûòûé óëûáíóëñÿ, óâèäåâ â ãëóáèíå êîìíàòû
çåðêàëî, ñ êîòîðûìè ó íåãî áûëè âñåãäà îòëè÷íûå îòíîøåíèÿ.

Òÿæåëàÿ äâåðü ïîçàäè íåãî çàõëîïíóëàñü ñ ãóëêèì ñòóêîì, íàðóøèâ òèøèíó ñïÿùåãî Ãîðî-
äà. Ñêðûòûé íåñïåøà îáåðíóëñÿ: ïåðåä íèì ñòîÿëà æåíùèíà ñ ëüâèíîé îñàíêîé è îðëèíûì
ïðîôèëåì. Å¼ íåìèãàþùèå ãëàçà, ëèø¼ííûå ðåñíèö, ïðîíçèòåëüíî ñìîòðåëè íà íåãî. Íà
ëåâîé ðóêå æåíùèíû äðåìàë ëûñûé êîò, êîòîðîãî îíà ðàññåÿíî ïîãëàæèâàëà òîíêèìè
ïàëüöàìè.

� Îñòàíåøüñÿ çäåñü è íèêîãäà áîëüøå íå ñêðîåøüñÿ. Îòâåòèøü âåðíî è ïîëó÷èøü âîçìîæ-
íîñòü óéòè � ïðîèçíåñëà îíà.

Çàãàäêà 1

Ðàññìîòðèì ðàñïðîñòðàíåíèå ñâåòà â ïëîñêîñòè (x,y) â ñðåäå ñ ïîêàçàòåëåì ïðåëîìëåíèÿ
n(x). Îïòè÷åñêèé ïóòü äëÿ òàêîãî ïîêàçàòåëÿ ïðåëîìëåíèÿ èìååò âèä

s =

∫ xB

xA

n(x)

√
1 +

(
dy(x)

dx

)2

dx. (1)

Íàïîìíèì, ÷òî îïòè÷åñêèé ïóòü îïðåäåëåí äëÿ ëþáîé ôóíêöèè y(x).

Ó ýòîãî îïòè÷åñêîãî ïóòè åñòü äâå ñèììåòðèè. Ïîä ñèììåòðèåé ìû èìååì â âèäó íåêîòî-
ðîå ïðåîáðàçîâàíèå ôóíêöèè y(x)1, êîòîðîå íå ìåíÿåò s. Ñèììåòðèè áûâàþò äèñêðåòíûå
è íåïðåðûâíûå. Íåïðåðûâíûå ñèììåòðèè èìåþò íåïðåðûâíûå ïàðàìåòðû, íàïðèìåð åñëè
ñèñòåìà ñèììåòðè÷íà îòíîñèòåëüíî ïîâîðîòîâ, òî òàêèì ïàðàìåòðîì ÿâëÿåòñÿ óãîë ïîâî-
ðîòà. Ïðèìåðîì äèñêðåòíîé ñèììåòðèè ìîæåò ñëóæèòü öåíòðàëüíàÿ ñèììåòðèÿ.

1Ïðèìåðû ïðåîáðàçîâàíèé ôóíêöèè y(x): y(x)→ (y(x))2, y(x)→ y(−x) + 3x3. Ìîæíî óáåäèòüñÿ, ÷òî
ýòè ïðåîáðàçîâàíèÿ íå ÿâëÿþòñÿ ñèììåòðèÿìè (1).
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1. (0 áàëëîâ) Íàéäèòå íåïðåðûâíóþ ñèììåòðèþ îïòè÷åñêîãî ïóòè (1). Ê êàêèì ñâîé-
ñòâàì òðàåêòîðèé ïðèâîäèò íàëè÷èå ýòîé ñèììåòðèè?

2. (0 áàëëîâ) Íàéäèòå äèñêðåòíóþ ñèììåòðèþ îïòè÷åñêîãî ïóòè (1). Äîêàæèòå ñ ïîìî-
ùüþ ýòîé ñèììåòðèè, ÷òî òðàåêòîðèÿ ëó÷à, èñïóùåííîãî ïàðàëëåëüíî îñè x � ýòî
ïðÿìàÿ ëèíèÿ.

Ïóñòü òåïåðü ïîêàçàòåëü ïðåëîìëåíèÿ èìååò âèä

n(x) = n0

(
1 − 1

2
cos

(x
l

))
,

à ëó÷ ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ â îáëàñòè x ∈ [0,2π].

x
l

y
l

O π 2π

n(x) = const

α

Ïóñòü â òî÷êå S ñ êîîðäèíàòàìè (πl/3,0) â ñèñòåìå êîîðäèíàò (x,y) íàõîäèòñÿ òî÷å÷íûé
èñòî÷íèê ñâåòà. Ðàññìîòðèì ëó÷, èñïóùåííûé èç ýòîé òî÷êè ïîä óãëîì α ê îñè y.

3. (6 áàëëîâ) Íàéäèòå ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå x/l äëÿ òðàåêòîðèè ýòîãî ëó÷à.

Çàãàäêà 2

Ñðåäà óæå íå òà è òåïåðü èìååò âèä

n(x,y) =m(x)e−ky.

Ìû âñå åùå ðàññìàòðèâàåì òðàåêòîðèþ ëó÷à, èñïóùåííîãî èç òî÷êè S ïîä óãëîì αS ê
îñè y. Ïóñòü ýòà òðàåêòîðèÿ ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó Φ, ïðè÷åì â ýòîé òî÷êå óãîë ìåæäó
êàñàòåëüíîé ê òðàåêòîðèè è îñüþ y ðàâåí αΦ.

Ðàññìîòðèì êðèâóþ S ′P ′Q′Φ′, ïîëó÷åííóþ òðàíñëÿöèåé òðàåêòîðèè SPQΦ íà λ, ò. å.
SS ′ = PP ′ = QQ′ = ΦΦ′ = λ (ñì. ðèñóíîê íèæå). Âûáåðåì ïàðàìåòð λ ìàëûì ïî ñðàâíåíèþ
ñ SP QΦ, òîãäà óãëû δ è γ áóäóò ìàëû. Âîçüìåì òî÷êè P è S òàêèìè, ÷òîáû ðàññòîÿíèÿ
|xp − xs| è |xQ − xΦ| áûëè ìàëû ïî ñðàâíåíèþ ñ äëèíîé òðàåêòîðèè.

1. (0,5 áàëëà) Âûðàçèòå îïòè÷åñêèé ïóòü íà sSP ′ ÷åðåç îïòè÷åñêèé ïóòü sSP , óãëû δ,
αS, ïàðàìåòð λ, è ôóíêöèþ n(x,y).

2. (0,5 áàëëà) Ðàçëîæèòå sSP ′ äî ïåðâîãî ïîðÿäêà ìàëîñòè (ñì. íóëåâîé õèíò).

3. (0,5 áàëëà) Âûðàçèòå îïòè÷åñêèé ïóòü íà sQΦ ÷åðåç îïòè÷åñêèé ïóòü sQ′Φ, óãëû γ,
αΦ, ïàðàìåòð λ, è ôóíêöèþ n(x,y).

4. (0,5 áàëëà) Ðàçëîæèòå sQΦ äî ïåðâîãî ïîðÿäêà ìàëîñòè.
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5. (1 áàëë) Âûðàçèòå îïòè÷åñêèé ïóòü sP ′Q′ ÷åðåç îïòè÷åñêèé ïóòü sPQ, ïàðàìåòðû λ
è k.

6. (0,5 áàëëà) Ðàçëîæèòå ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå äëÿ sP ′Q′ äî ïåðâîãî ïîðÿäêà ïî λ.

7. (0,5 áàëë) Èç óñëîâèÿ ðàâåíñòâà îïòè÷åñêèõ ïóòåé sSPQΦ, sSP ′Q′Φ â ïåðâîì ïîðÿäêå
ìàëîñòè ïîëó÷èòå âûðàæåíèå äëÿ sPQ ÷åðåç n(x,y), k, αS è αΦ.

Òàê êàê P è Q áëèçêè ê S è Φ, îïòè÷åñêèé ïóòü sPQ â íóëåâîì ïîðÿäêå ðàâåí sSPQΦ.

Çàãàäêà 3

Ðàññìîòðèì ñðåäó ñ ïîêàçàòåëåì ïðåëîìëåíèÿ

n(x,y) =
x

(x2 + y2)2
. (2)

Îïòè÷åñêèé ïóòü äëÿ òàêîé ñðåäû èìååò âèä

s =

∫
x

(x2 + y2)2

√
dx2 + dy2.

Ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî ñóùåñòâóåò çàìåíà êîîðäèíàò x′(x,y), y′(x,y), â êîòîðîé ýòîò îïòè-
÷åñêèé ïóòü èìååò òàêîé æå âèä, êàê (1):

x′(x,y) =
x

x2 + y2
, y′(x,y) =

y

x2 + y2
.

Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî çàìåíà êîîðäèíàò (x,y)→ (x′,y′) ñîõðàíÿåò óãëû. ×òîáû ýòî ïî-
êàçàòü, ðàññìîòðèì ìàëåíüêèé òðåóãîëüíèê â ïëîñêîñòè (x,y). Ïðè òàêîì ïðåîáðà-
çîâàíèè â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè îí ïåðåéäåò â ìàëåíüêèé òðåóãîëüíèê â ïëîñêîñòè
(x′,y′). ×òîáû ïîêàçàòü, ÷òî çàìåíà ñîõðàíÿåò óãëû, ïîêàæåì, ÷òî ýòè òðåóãîëüíèêè
ïîäîáíû. Äëÿ ýòîãî íàéäåì îòíîøåíèå äëèí èõ ñòîðîí. Äëèíà ëþáîãî ìàëåíüêîãî îò-
ðåçêà â ïëîñêîñòè (x,y) ðàâíà dl(x,y) =

√
dx2 + dy2, à â ïëîñêîñòè (x′,y′) îíà ðàâíà2

dl(x′,y′) =
√
(dx′(x,y))2 + (dy′(x,y))2. Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî dl(x′,y′) = f(x,y)dlx,y. Îòñþäà ñëå-

äóåò ïîäîáèå òðåóãîëüíèêîâ è ñîõðàíåíèå óãëîâ.

1. (0 áàëëîâ) Íàéäèòå f(x,y).

2dx′(x,y) îçíà÷àåò (x′(x + dx,y + dy) − x′(x,y))1 â îáîçíà÷åíèÿõ íóëåâîãî õèíòà.
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Â òàêèõ êîîðäèíàòàõ îïòè÷åñêèé ïóòü èìååò âèä

s =

∫
m(x′)

√
dx′2 + dy′2.

2. (0 áàëëîâ) Íàéäèòå m(x′).

Òàêîé âèä îïòè÷åñêîãî ïóòè îçíà÷àåò, ÷òî çàäà÷à î ðàñïðîñòðàíåíèè ëó÷à â ñðåäå ñ ïîêà-
çàòåëåì ïðåëîìëåíèÿ (2) ýêâèâàëåíòíà çàäà÷å î ðàñïðîñòðàíåíèè ëó÷à â ñòîïå ïëàñòèí ñ
ïîêàçàòåëåì ïðåëîìëåíèÿ m(x′).
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